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·ueber · die B~stiinmung von oiegekritischen J)rehzalllen ·~d I ' 

. von, Eigenfrequenzen transv.ersal . schwingender Stäbe, ~uf . ·: · .. 

.· I 
· · · digitalen · Rechenautomaten : 

;" ' 

' 
Teil I : Die Restwertverfahren · und · deren Abwand'lungen 

Zusammenfassung· 
. . 

Zur Zeit be,steht eines der aktuellsten 'Probleme der Maschinen­
~ dynamik ·in der Beiechnung von biegekritischen .Drehzahlen 
irgendwelcher Läufer durch· digitale Rechenautomaten~ . An der ·­
Lösung dieser Aufgabe sind Theorie und Praxis in gleicher 

·: Weise . in:teressiert~ · · · · · 
. . 

. Es wurde deshalb· zwischen der Abteil~g Mechanik des . ·. 
Heinrich.:.Hertz-Instituts . und dem .Rechenzentruin der AEG ver-

. einbart, dieses-.. wichtige Problem gemeinsam · eingehend zu be- · 
arbeiten . urid .diejenigen Methoden· au~zusuchen, -,die . sich für · 
d;Lgitale Rechenautomaten am besten eignen~ Dab,ei sollte der 
Rechenautomat IBM 650 der AEG Verwendung finden zur prakti-

. schen E~probting der verschiedeneri· · Methoden~ ·· . · · ' · 

' Dem gesteilten Ziel entsprechend besteht ·,der wesentli .che 
Inhalt 'dieser Untersuchurigen .nicht in· erster L:lnie in der Auf­
st'ellung neuerB(3rechnungsverfahren, vielmehr· handelt es sich· 
in der Hauptsache darum, die zahlreichen bestehenden Methoden 
auf ihre Verwendbarkeit. für , digitale Rechenautomat~n zu prüfen 
und miteinander zu vergleichen. ·. · 

," I ' • • 

·. Diese Untersuchung wird in zwei - Teilen. durchgeführt, Der . 
vorliegende erste Teil (Bericht Nr:. 25) behandelt im wesent- . 
liehen die verschiedenen Restgrössenverfahren·. Demgegenüber ·. 
vzerden .im zweiten Tei] (Bericht Nr. 26) die .übrigen Methoden 
besprochen. · '· · ,: · · · 

'Als · wesentliches .Resultat des vorlieg~nden ersten Berichtes 
ergab ··sich, dass alle Restgrössenverfahren. sehr gut .für 
digitale Reche~automaten verwendbar sind, dass hingegen das . 
Verfahren der r~duzierten . · ~-Matrizen, wenn nur nach den 
Eigenfrequenzen· (und· nicht nach der Schwirigungsform)· gefragt 

·wird, wegen seinergrossel'Jl Einheitlichkeit und . Allgemein.;;;: . 
~ültigkeit am besten fü~ . den vorgesehenen Zweck geeignet 
ist. Danach· können nach einem ein für ~lle Mal aufzustellen~ 

.. den Prograillm1 alle überhaupt möglichen kriti s chen Drehz.ahlen 
. b~recpnet werden 7 wobei die eigentliche Rechemzeit zwischen 

einigen Minuten ·in durchschnittlichen Fällen.''urid höchstens 
einigen Stunden in sehr komplizierten Fällen liegt" 

. I 
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Wie gesagt,. :w1.1rc1e die· ·vorlie·gende Untersu~h~g als Gemein­
schaftsarbeit:~p.urbhgeführt, Von Seiten der:".AEG .beteiligte 
sich Herr L ·· e w>e . daran., Wesentliche Teile WUrden weiterhin 
von Herrn .• P. f ü_'t · z .. n e r . vom Lehrgebiet. Mecha~ische Schwin..:. 
gungsJ_ehre bearbei.tet:, während di·e übrigen Mitarbeiter der 
Abteilung Mechanik des Heinrich-Hertz-Instituts angehören. I 

. ' 

•· ,., 
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gez.:. H. :q. Lewe· 
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gez, :. D. Krause 

(cand~. ing·. 'D. Krause) 
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Einlei t 'ung / , 

·Für das technischso wichtige: Problem, die ·Bestimmung von biege-
• . I 

kritischem Drehzahlen irgendwelcher Maschinenwellen, . sind in 

den letzten J~ren einige Verfahren entwi'ckelt 'worde_n, di:e - be-
. ' 

sonders im Hinblickauf die modernen Rechenautomaten für die 

Praxis von grösster .Be:deutung sind~ In diesem Zusammenhang 
sollen neben - M_· y k 1 e s t · a d die Arbeiten von · . . . . 

Marg uerre /F_uhrke ,P - este~/Schum-
P :l c h · ;und F a 1 k besonders.· erwähnt werden (siehe · Litera-

• • • I . ' 1 

turverzeichriis ·ain Ende des Berichtes)~ . . . 

Wir · haben uns die Aufgabe geste 11 t, . zu unt ersuch~n . welche 

von · diesen Verfahren sich am besten· für die Lösung des ge-

,. 

. stellten Probl'ems mit Hilfe programmgesteuerter Rechenanlagen 

eignen. Dabei interessiert neben dem erforderlichen Zeitauf-· 

.wand und der Rechengenauigkeit die Frage, ·ob inan ein allgemein-. ' . . 
I ' • • - • 

gültiges Rechenprogranmn aufstellen kann, das heisst ein . Pro-

_graijllll, .mit dem man. b:iegekri tische . . JJrehzahle_.n j e~er beliepigen 

Maschin~nwelle' berechnen kann~ Selbstverständlich muss die 
• I , ' • • . , I 

- Allgemeingültigkeit · des Progra:qtms durch einen grössere.n Rechen~ 
' . ' . . . \ 

zeitbedarf erkauft werden. ,• . 
I i 

0 

Wegen 'der .Analogie zwischen biegekritischen Drehzahlen und 
. . \ . 

den Eigenfrequenzen transversal schwingender Stäbe.· kann man 
' , I o o ~ "' o , f 

das gleiche Programm für belide Probleiri.e verwend~n .. · 
. I ., 

I i . . . . ' 
Der 1. Tei]. des Berichtes gliedert sich in drei Abschnitte·. 

Im Abschnitt A werden in ·kurzen Zügen die theoretischen _Grund-
. . . I . ' ' - ; ,- . 

'lagen der Berechnungsverfahren dargestellt. - Im Abschnitt .B 

f6l~t für da~ Verfahren der reduzierten ~~ Matr~ze~ _ die ~e­
schreibung des . Programms :für _einen Magnettrommelr.echner IBM 

· 650. Danach wird im Abschnitt C. ein Zahlenbei spiel, die . ) ' - . . 

Eigenwer~bestimmurig einer Kreiselpumpenwelle, gezei'gt. Dabei 
. _: ' ' ' . ) -~ . . . . . ' . 
wird. auch 'einiges über den 'Einfluss des zü.grundegelegten Er-

\ . . 

· satzsy~tems · ·auf ·-die · Genauigkeit der 'Ergebnisse ._ und über den 

Re:chenzei taufwand · in· Vergleich zu . dem Verfahren von 
My k · l :·e · S ' t a d -··- gesagt werden? 

· . • ' 

/ 
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AbsChnitt A: 'Die ·· theoretischen . Grundlagen der verschiedenen 

;:ßer~chnungsverfahren . ~·· .. ~ - :- . 
" -4 . 

' · 
':i 

J' 

· 1.) Dfe Methöde: der vierreihigen Uebertragungs~atrize'n 

- ~ ·· 

.... 

, I 

I . . ./. 

Liegt zwischen· deri Stellen i und i+1 .ei.ner belieb,ig~~ Ma-

schirienwelle der i-te .wellenabschni tt, dann ·gelten zwischen··_ . 
• . • ' ' • • ·- j ' 

den . Verschiebungsgrössen - Auslenkung y und :Nei'gung .y' .-
. i . ; :· " ! . - I . ' • .' ; • . ' I ' 

und den :- Schnittgrössen - Biegemoment M .. und Querkraft Q -

a~ der Steile · i -und den entsprechenden Grös~en an der · 
. -

Stelle i+1 die ·folgeJ?.den linearen Beziehungena 

Yi+1 ~ .a.11i Yi + ·a12i Y! + a13i Mi. + a14~ 9i 
I , • > , I 

Y! 1 = a~1· Y· + a~2~ y! ~ · a23' M. + a24' Q. + . l. l. l. l. . · l.. l. . l. ·l. 

Mi 1 = a 3'1· Y' + a 32 · Y! + a 33 · M · + a3 4 · Q · ' + ' ~ . l. l. , l. l. · l. . l. l. 

I , t'• 

Q. 1 = -- ~41' Y· + a42' y! + a~3i M. + a4~· Q. · l.+ . .' l. l. . l. l. . . l. l. . l. . ~ I 

Dieses lineare: Gleichungssystem k·ann auch als Matrizen~ . 
. g~e-ichung 'geschrieben wer9-en, wobei jetzt, die vier .. mechani-

. . . . . . 

sehen Grössen . die Elemente · eines Spaltenvektors sind, den 
. wir als Zustandsvektor bezeichnem ·wollen, · 

. . ' 

Yl fa11 a12 - a13 a14 . . [~.1 ' 
Y'l .a23 · a24 

. \ 

a21 . . a ·22 I 

= \ . ~ 

0 

MI a31 . 'a32 a33 a34 l~, i Q 1i+1 I a41. a42 a43 . a44 . 
l. 

' 

Eine: kurze ·.· Schreibweise für diese Matrizengleichung _ist 

. . 'lfL 
.. · .. '1 .~ - Olt ·-7!Ji ·. 

. ' 

(iK) .' 
I ' • 

I . 

Ueber die Elemente. der Uebertragungsmatrix Ol;. soll zunächst ' 

nur·· sovi'Eü gesagt werden, dass sie von der · Art, den A~­
mess.ungen sowie · and_eren Daten des betreffe.nden Welleriab.- . . 

schni ttes .und ausserdem bei. rotierenden Wellen und trans- . 
versal schwingend~n ,Stäben von der' KrEdseigenfr~quenz w 

.· abhängen~ 
' I. 

'! 
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Stabanfang bzw·. · Stabende ·werden entsprechend der. Fes~legung ·_ am 
' . , .. I .. i . ' '- · , , . ' . ' ·' 

Anfang dieses ·Abschnittes als Stelle '. 1 bzw. :·.sfelle e+1 be- . 

zeichnet, wertn der .Stab iri e Abs-chnitte ;tintert~iit is:t. Dann 

' ·lassen sich aus der Matrizeng+eichung ·die · fo_~genden· Beziehungen 
· ableit'en: .. 

'1rl. 2 .• = 
I ~~ ()t 1 ' ')(}., · 

· I 

1f} 3 ~- .. Ol 2 • 'Jt}_~ · = Ol 2 • .Ot.,_- _1l}4 · :.u. s W'. 

'; ~..· 

. 1'}8+1 : = Ote . Ol e-1 ·,' . • : ~- - Ol2. ~ oz .. ~ - 1fJ 1 

Daraus ~olgt _ die·Matriz~ngleichung 

mit ·· 
1!} •' 1J ·uy: . - .. , . 

e·-t" -- · . . 1 
--. ' -. ·; . - , 

\ ' (*2E) 

rn· - Ol · OL - · , -~ .- ·. , e e ~ ·t· , • · • _. • Ol'J. · OL.,' 
Entspre-chend den Randbedingungen 'müssen je zwei Kompo~enten . 

· d·er . Zustandsvektoren an den Stabenden (Stelle 1 und ~+1 ) . gleich 

. Null·~ sein • . Werden diese Randbedingungen in Gleichung .(**·). einge­

setzt, so erhält man ein homogenes Gleichungssystem, dessen 
Koeffizient.en Funktione~ der Kreisfr.equenz w .. sind. Damit ergibt 

.. sich a'us . der B_edingung, dass für eine rii.chttrd.viale Lösung di~ · 

' ~ 

Koeffizien:tendeterminante verschwinden muss, die Frequenz- ·· 
· gleichung ,. 

' . ~ 

Im .Falle. der . beidseitig gelenkig gelage~~en W!3lle ist 

: . - ',o 01 ,. 

Y·' .· 
., 

Y' = ' · 

0 · . 0 

Q e+1 ·• ' QJ1 

w~~_aus . Unmittelbar, 'd.ie ' ~r·e'queh~gleichu~g 
• • - ' ! ' ' . .. • 

., · ' :p .. , = 
... .,. 

·folgt. 

~12 
p32 

~14 
p34 

= b 

Im allgemeineri ist eine. -Tiarstellung der Matrix :p in geschlo_sse­
ner Form nicht möglich~ Es 'wird deshalb ~ von . vorriherein ein~ 

' 
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Frequenz w angenommen. Un~er ·Verwendung dieser . Frequenz werden . 
die Ueber.tragurigsma;tr.izen für. jeden Wellenab~chni~t ausgerechnet, 

• · • . , -• • ' , ' .• , - • _ - ;·: ,., ' · 
1 

' \ · ;•, " , I .... : ' · , ; • 

die miteinander multipliziert,· die _ Produktmatrix . ergeben. _ Der . . 
, ' _ , I , :· • ~ • ' ' ' l ' ' ' ' ' 1 , 

Zahlenwert D der entsprechenden Unterdeterminante. ist im allg~-
. - I ' . . . 

meinen von Null verschieden. · Indem der Zyklus syst-ematisch ' für 

andere Frequenzen .wiederholt wird; ~werden die' Nullstellen der 

Funktion D = D(w·) ~nd somit auch ßie kri ti_schen Freq~~nzen be­

stimmt, da .D(w=7wkr:lt) = 0 ist •. 

·· Der für · die Muit.{plikation der Matrizen erforderliche grosse 
Rechenaufwand iässt _sich um die Hälfte. reduzieren~ . indem .an , 

Stelle einer Matrizenmultiplikation jeweils z~ei bestimmte 
Zeilenvektoren mit efner Matri:«: multipliziert werden. 

. ; 

Für den bered t -s erwähnten Fall der an beiden Enden gelagerten 
Welle mü~sen zuhii'~hst von · der Produkt.matrix . die Elemente 

\ 

P12_, · :P 14 , . P32 und P34 . b~schafft ·werden. :oa d~~se -. Element'e , . 
der ersten bzw. der dr_itten Zeile von ~- sind_, :. genügt es,. nur 
diese beiden Zeilen mit 'e.iner Matrix zu mul tiplizier.en, : uni eben~ 

. falls die erste und. ·dritte Zeile des M~trizenprodukts zu e~- . 
. . . . ' . 

halten~ 

~ 1·, ' • 

· 1,a:11 :'- a12 . _a13 · . . a14 _h 11 ' ? 1 2 b 1 3 b 1 4 c11 c12 0 13·· c14 

. ' . b21 .b22 · ~23 .. b24 
' ! 

• .. 
' - ' 

b31 ; b32 b33 b34 0 31 ,. c32'· c33 ~34 
.. 

a34 
' 

a31 .a32 a33 
'' ' I 

• • • b4~ b42 ' b43 b44 • • ' ' . . " . 
', 

' 
Nachdem die Eige:t?-frequenzen bereits bekannt sind, bereitet es 
bei diesen Verfahren absolut .kei'ne Sch~ierigkei t ,· auch die 
Schwingungs.form zu' ermi ttein. Dazu wird zun-ächst aus - (**) der · 

. ' . . . . . 
zustandsve~tor 1l}

1
· bis auf einen,: b_er'i~bigen kons~anten ·Faktor 

_-' bestimmt. Danach werden mittels de'r Beziehung (*) die Ver-
' s~hiebungs- u •. S,chni ttgrÖssen an jed-er Zwisch.enst~lle berechnet. 

' . ' 

· , Wir kehren nochmals zu· der -an beiden Enden · gelenkig gelagerten 

Welle zurück. In di_esem Fall folgt aus. (**) . ' 

P12 _Yj_ .: ._P14 Q1 = O 

~32 .Yi_+ ~34 ~Ql = O 
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Da es, wie bereits . hervorgehoben wurde, auf . einen kons'tanten 

Faktor nicht ankommt~ se~~enwi;r .~illk~iich y' = 1 • 

Q1 . = ~ P12/P14 .. = - . P.32/P34 

und der Zustandsvektor am Well.etlan:fang . wird' 

. I 

1ft_. 
(}1 

= 
, . 

0 

1 
·o 

p12/p14 

' · 

Nunmehr _bereitet · es ·keine Mühe, die vier Zustandsgrössen an 
-·_ ' ,- . ' .. · . 

jeder Stelle i auszurechnen • 

. 2.) Die Bestimmung der 
'· \ . . . ., .. 

Ist uns · eine Maschinenwelle gegeben, so·. müssen wir sie zu-
/ ' . ' ' ... 

nächst, . um . si_e · der rBerechnung . zugängig · zu ma~hen, . auf ein Er-
satzsystem abbilden. Zum Beispiel . körinte man di~ · wirkliche 
Welle ~urch ~in ~~s vi~i~~ -~risfuati~chen!Teilstücken be~ 

, ·' . , • . I 

st~hende~ Sy~tem ersetzen. . 
' . · . ' 

Die Uebe.r'tragung_smatri?C 'lR..c. für ein •sol?hes prismatisches . 
· Feld k~nn. man sich ·dadurch ausreChne~, . dass m~n die vier Int'e-. ... . ' 

grationskonstanten des Lösungsansatzes der Schwingurtgs-Diffe-
- - , .- - • I , • ·. 

ren~i-algleichung des prismatischen Stab'es durch die 4 Zu- , .. 
. standsgrö.ssen an . der s·tel~e i ausdrückt. Damit erhalten wir 

ein Gleichungssystem von der Form 
\ 

! • ::c. . • • , . 'rut . . ~- . 'UJ 
. ' . <.+-lf . : t' .. '(, 

das.die Zustandsgrössen an .der St~lle 

Stelle i ·~urch die Matrix 

c : .lS .. .ac 
t..4s/l .· C aS/1 

· ~i ·=.·I ~4c/a · . ·Ä4ls/a . C 

Ä4S/al -t..4c/a Ä4s/l 

, . I ' j 

i+1 mit den~n an der 

als 
ac 

lS . 

c ' J • . ~ 

, ve.:rbinde.t •.. Dabei haben die einzelnen Grössen die folgende 
Bedeutung: 

i 
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' 1 ~Länge des ' Fel~es 

·.·: ;u = Masse pr_o Lä;nge..n 'ei,nhe3i.t ' 

'- • ~ _l • .'- ·· E = · Elas:tizi tätsmodul · 

I = äquatorfales .Flächenträgheitsmoment 
•, ., .. -. _ 

•• , I • ·\ 

Ausserdem wurde·n· folgende Abkürzunge~ eingeführt a 
. : I 

•:t · 
' ' ' 

' 4 2 4 . 
. h =• w /ul /EI · 

2 
a = 1 /EI 
c = (cosh h t cos h)/2 

s = ( sinh h + sin. h)/2 A 

c . ·= .· (cosh A. - 6os A)/2?..2 \ 

s = (sinh_ ~ - ~in A)/2A3 

· Oft erweist e~ · sich als _zwebkmässig, ,. die Massen in einzelnen' 
' . ' ' ' ., 

Punkten zu konzentrieren und die dazwischenliegenden · Wellen~ 

stücke als elastisch jedoch masselos a:rizunehmem·. 

Intervall i 1 i+l 
0 . A 

1 .stelle i ~+1 

~ I ". .. _·. -· 
i+2 ' ' ' 

• 
Für die _ Punktmasse erfolgt 'die Uebertragung durch die Matrix 

m und .für das' mass~lose )felienstück du~ch die Matrix ·J!, • 

Die Matrix m liisst sich unmittelbar aus der Mat'rix ,~·herleiten; . \ . · , 

wenn man in dieser 1 ~ Ound für/u 1 = m schreibt. Somit ist 
·die Matrix für eine Punktmassa 

1 0 0 o, , / 

~Ol =I o· 1 ' 0 0 
! 

0 0 1 0 

w2m 0 0 1 I . ' 
Die Matrix 

. I 

':t: 
' - ~ ' · 

a/2 · . . al/6 

:t = I~ 1 a/1 a/2 
0 .· 1 1' 

0 -. · 0 · 1 , I 

erhält man in gi~:lcher Weise, · wenn· mandie Matrix (}(, 'für 

~ /u = 0 ·aufschreibt, 

/ 

,_. 
l 



; . 

., 

. .. ~ 

. ' . 

11 -

'wir möcht.en noch besopders hervorheben, , dass - ebens_o wie ei.ne 

· P~ktmasse auch ein ei~stis·che~: .Lager ·durch eine · Matrix er- · 
fasst werden kann. I)ie' St,eileh i ·und i~1 liegen ~vor b~w. un~ 
mittelbar hirite; ei~em quepelasiischen tdger. ' · 

. . ' 

. -T_··_:_·_i ····+··_.l __ __ . 'nrL' '-
bie vier Zustandsgiösien -hinter dem Lager werden .durch 
folgende 4 Gleichungen bestimmt: , 

' ' 
yi+1 =. yi 

. I ' I · 
yi+1 = yi 

l 

! • 

M .. 
1 

= M. 
. J.+ J. Qi+1 . = Qi ·""': 0 QY i ' 

• \ • ( 

Dieses Gleichungssystem kann als Matrizengleich~ng :geschrieben 

werden mit ;der Stützmatrix , 

1 0 0 0 

~- 0 1 0 n , 0 

0 · o . '1 0 
.--. .. . - · ~ 

.~' . 

c ·.. 0 1 
. '• 

0 . Q·--· 

,Analog da~u. gibt .es auch . eine Matrix cf für .drehelas.~ische . .. · 

· Lager. Das P~odukt a~s den ~at_rize~ ··.ff und f ist die F~ldiJ1atr~x 
· für ein . ~reh- und querelastisches Lager.. · · 

Prinzipiell bereitet · ~ine . Welle mit : vielen elastis-chen . Lagern . 
absolut. keine Sc.hwierigkei t. 1\.lle Matri-zen (auch. die ,für,: 
\ -· -.• ' . ,, ., . . . 

~lastisch~ Lager) werden miteinander multipli~i~r~ und aus der : 
Produktmatrix ~ird . _ei.rie zweireihige Unterdet'e.rmi}tante gebildet • 

. Le.ider versc,hwinden b.ei der Deterrriinantenbildun~r die Gli'eder. · . 
. m:i. t den hÖc.hste'n . Pot~nzen der Lagersteifigkei t ·en der Zwischen.:. 

•' ... . . . . . . . ' .. - i ' . 

1ager, wodurch di_e Ergebnisse d~r Zahlenrechml~lg für grosse 
Lagersteif:i..gkeiten · recht ungenau werden. · 

' . 

starre Lager k~nnen we·gen der eben:~ena:rmten Schwierigkeit : 
:riic:ht in gleiche; ·weise . behandeit 'werden. · Die .einfache ·Re,chen-

~- . 

vorsehr1ft, M':l-1 tiplikation zwei er Zeilenvektoren mit· ·einer 

Matrix, erl'ed_ciet ·.oei starr,en . Zwischenlager:ri' eine Unterbrechung. 

I 

\ I . 
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3~)'Das Ve~fahren vbn My k 1 es t a d 

Das Verfahr~n·yon 
für di'e Bestimmurig 

My k l·e s 't a d ist 'e;i.he Erweiterung des 
von,Drehschwingungseige~frequenzen be-

.. . ' ' •, 

kannten 
es auch 

Verfahrens von H o 1 z e r • -Andererseits kann man 
als einen Spe?Jialfal1 der in Abschnitt 2 beschriebenen 

Methode auffassen, wobei eine punktweise Abbildung der Welle 
zugrundegelegt und auf die Matrizenschreibweise verzichtet 

. wurde-~ 

·Wie in,der untenstehenden Skizze angegeben ist, denkt man 
sich die Welle links. ~or jeder Punktmasse ges,chni~ten •. 

m.· 
J. 

li 
Ii 

i i+1 

Aus·den folgenden Gleichgewichts- und Verformungsbedingungen 
' ·' . I 

kann man.Durchsenkung,·Neigung, Moment und Querkraft 
am Ende eines Abschnitts aus den Grössen am Anfang ausrechnen, 

. ' 2. 
Qi+1 = Qi.+ miw.yi 

I 

Mi+1. = Mi + Qi+1 1i . 
Yj_+1 = Yj_ + Mi+1li/Eii 

{ 2 
Qi+1li/2Eii 

. . ' 2/ . 3; 
yi+1 =-yi + yj_.li + Mi+1 1i 2Eii- Qi+1li 3Eii 

.. . 
Auch .hier geht man so vor,- dass zunächst ein geschätzter Wert 
für w angenommen wird. Auf'Grund der angegebenen Rekursions;... 
formeln werden jeweils die folgenden 4 Zustandsgrössen aus den 
vorangehenden berechnet~ 

' .. 
Der Grundgedanke soll wie~erum am Beisp·iel einer an beiden 
Enden gelenkig gelagerten Welle erläutert werden. 

Die Randb ed tngungen ' 

Y1 = M1 = Ye~1 ~ M~~1 = O 

werden durch die Anfangsbedingunt?en 



'. 

i 

y 1 . =-o: 

- ·13 - ,; . 

,· 

Y' - a .1 - M1 = 0 und Q1 ·. = b · 

, . 

. 

1

erse~zt. ·Dabei ltommt es auf · ei!ien gem~ins.ameh· konstanten Faktor 

· n~.cht an, und. ytir ·s.e.tzen a = · 1~ Ferner' muss Q1 . ~=: 'b · n9ch : s? . 

bestinimt werden, -dass die Forclernn,g _Ye
7
1 = 0 : erfüllt ist. , . 

/ ._ 

D-ieses kann m~n einii;lal dadurch er:r;-eichen, indem man Q_1 = . b · 

. als unbekannte Grösse durch die linearen Rekursions:formelli mft.;;, . 
' ., . . ' .. . . 

führt 'und am Stabende aus · ~e·~ 1 ~ 0 :be~timmt. 
' 

: Für · die praktische ·Rechnung 'wird es oft angenehmer .empfunden, 
' . . . ' : ' ·. 'i . ·, . ' ' . . ' . ' . 'i 

einen anderem .WFJg ~inzuschlagen. ·Dabei muss · das Verfahren 

. zweiinal .:durchgeführt werden.: Einm~l geht man von den: GrÖsse;n 

I 
Y1 = 0 

I I . I 
y1 = a 

. ' f 

M~ = o . QI ·=·bi 
.1 . . aus;· · 

. und . man erhält auf ,Grund der Rekursionsformeln am Stabende 

Zahlenwerte für 
I · 

Ye+1 und MI· 
e+.1 • . 

Danach wiederholt man das · Ganze mi't · 
' I 

II Yr = o ,TI . ' ' II 
y1 , = a . 

II 
M1 . =. 0 

und es ergeben sich am Stabende aie ' Gröss~n 

II 
·. Ye+1 und 'II 

.Me+1 • 

' 
... _ , 

. QII _ bi-I 

. .1 - ~ . - . 
' ,.,,. -

( -

' 

· Infolge d'er Linearität der · Rekurs:LonsfÖrmeln ~ann . man die . 

beiden Annahm~nfür die Zustandsgrössen ani Wellenantang in 

\irg~ndeinem Ver}läl tnis linear kombinieren, ~obei . die eri.t~ · 

spre~h~nden We;te ~m ,Welleriende Kombinati~nen ~~ glc~ichen • Ver-
• ' . , -. . . . , -. . . ' ~ • . I . 

häl tnis' sind~ Somit ergeben, ·sich aus . den Kombinationen am 
: '. ' 

Stapanfang > . 
i' 

' 

y1 = ·yi - ~ VY.'II = 0 
. 1 ' . '1 

Y{ .= Y';~ · +..; Y1II = ai + v a'II ' : 
. . 

M ·- I , : II . 
1 . - M1 + v _M1 = 0 

Q I . , . II I .. ·. II · 
1 = Q1 + .v Q1 . = ~ ~ + v b · 

die Grössen am Stabende zu 
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' ' 

· · I· .. II · 
Ye+1 = Ye+1 + ~ .Ye+1 

· ' · ··· I •· II · · '· 
. Me+1 . = Me+1 . + v Me+1 . • 

, ~ . ' I 

Aus der .'Bedingung Ye~ 1 · = 0 wird·. ·V zahlenmä'ss'ig ermittelt, .. imd 

danach kann man · di,e für verschiedene . Frequenzen w erhaltenen · 

Wert~ für . d~ _s ;, B~egemoment . Me~ 1 . am Stabend~ :, als Restwert . üb er 
w2 auftragen. · · .. . · :·; ··.· · . , 

\ _ ·· ''• • f 

In ähnlicher Wei.se ·können auch andere Randbedingungen erfasst · 
... ~ ~ - : '. ' > ' 

werden. · . · · ·: ' · .. : ··. 

Ebens~ 'kann man bei diesem V~rf~ren a.uch ßie Kreiselwirkung ··· 

berücksichtigen, wa~ besonders für Wellen mit grossen Scheiben 

wünschenswert is.t ·. :In _diesem Fallt: kom!flt .in der Rekursionsformel · 

für das Biegemoment ein zusätzliches ' Cflied hinzu. · Es ist mit 

diesem Verfahren auch -möglich,- mehrfach gelagerte Wellen und 
. ' ' - •' . ' . . . ' 

Wellen mit elastische~ · Lagern zu .bere6hnen. Allerdings wird auch 
hierbei an den betr~ffenden . Stelle'n die. ·durch die ·Rekursions_: . . . 

formeln gegeben_e· einfache Rechenvors.chr,ift unterbroch~n. 
' 

Die · Bestimmung der Schwingungsform ·geschieht auf gle.iclie , Weise 
wie ·im vorangehenden Abschnitt~ . . . . .. 

· · Selbstverständlich ·könnt.e man auch bei dem Verfahren .der .vier-
. I :. ' . . . • . i. . . . . 

reihigen, .Uebertragurigsmatrizen nicht den Wert der ·Frequenz-
. . \ . .· . 
determinante', . sondern eine · am Well:enende verschwindende mecha;.. ' 

. · ~ische Gröss~ · als· Restgröss'e ·über. der; Frequenz w auftragen. 

, ~ I 

) . Die· abgeleiteten Ueb'ertragungsmatrizen 

. Nach .. d.er ' in Ab~chni tt 2 'beschriebenen Methode der :vierreih- · 

igem Uebertr~gungsm~trizen müssen au.s der Produktmatrix. je. nach , . 
• ~ • . ' • . • ' ' • ; ,. - • L ' '. ' ' 

dem Randbedingungen bestimmte Determinanten 2~ . O:rdnung gebildet 

werden, ·Aus . diesem Grunde ·ist es naheliegend, dass ·man zunächst 

a~le Determinanten, die auftreten können, berechnet. Da · bei 
• • • ' ~ - ' . _t • - ! • • • • 

vierreihigen. Matrizen je 6 Zeilen- und ·sp.al tenkombi:nationen . 

möglich sind, gibt es 36 verschi.ed.ene Determinanten, ·die nach 
dem folgenden . Zuordnu~gss~hema. als . Matrix gesc.hrieben werden 

können. Diese . sechsreihige quadrat-tsche Matrix . wird als . abge- . 

· leitete Uebergangsmatrix, Determina:ntenmatrix, oder 1\ -Matrix 
I J ' .· '· I 

bezeichne~~ 

I 

I 
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Zeilen- bzw. Spaltenkombinationen d. 1 ' 1 ._ 1 2 2 3 
,vierreihigen Uebertragungsmatrizen · 2 3 4 3 ·. _ 4 4 ' ' 

' .. - ., -' 

Zeilen~ bzw~ Spaltenindex 
5' ' 6 abgeleiteten Matrix . . 1 2 3 4 

1·----

Als Beispiet soll ausg~hend von der vierreihigen Uebertragungs-. 
rilatrix ' (X das Eleme'nt a2

3 
der ·neterminant€mmatrix . aufge~ . . 

schrieben werden, ; ...._ · . . 

a a;41 . ,., 
' . ,. . 1 1 .. ~ 

a~3 . = ·Ia 1 . a34 
3 

Wi.e sich nachweis_en lässt, ist die /J -Matrix eines Matrizen;_ 
• . . . . . · - . . , I . 

J?.roduktes gleich dem Produkt ·der 6.-Matrizen, 
\ 

( ()(, ~ tr) 4 = OL A • ~ ·:JY A . . 

Aus diesem 'Grunde kann man schon für. die einzelnen: Felder die . 
• • ,, - ! · • •• ' I • . ' ' ' 

~ -Ma,triz.en .?J.ufstellen ._ und d~ese · ausmultiplizie:re.n. Dadurch .. . 

-.. 

tritt auch bei steifen Lagern die ,.be;reits erwähnte Recheriunge~ 
nauigkeit; die dadurch ent st~ht ~ d~ss si.ch ·bei der. ·Determinanten· 

. bildung· 'ei~· · Teil der auftr~tenden Gliede~ -·gege!lsei tig weghebt, 
I -~ ' , \ .. •' . . ' ' • 

· nicht 'auf. In:dem man zu der Grenze c -+-OQÜbergeht, kann sogar 
. für starre Lager. ~ine · 1:::t.. · ~Matrix aufgestellt werden. 

, · • ' ·. 1 

5.) Die redtizierten A ~Matrizen 
'· ", 

'Der ' Rechenaufwand·, den 'die Methode der abgeleiteten Ueber- . 
\ ' ,, • . _; ', ; , ' '• ' I ' . '· '• .._ _I, ' \.: . : - ,. - • ;· ' 

tragungsmatrizen erfordert, kann, indem man zu den fünfreihigen 
reduz.ie~ten Ll.~Mat~ize~ -Übergeht, · ver~ingert. ·w~rden. _: 

' , ' . .. -- . . •. ' ' ... , 

Wegen ~es Maxwell 1 ~ch!3n . Vertauschungs~at zes 'sind di'e Elemente 
I • • ' '• ., • · • ' . · , ' - ~ • . . , \ • 

. der beiden mittleren Zeilen bzw. Spalten der um di'e . Einbei ts~ 
matri~ verringerten abgeleiteten Uebertragungsmatrix paa,r~ 

. wei~~ gl~~ch, Dies bleib~ :auc~ bei der Multiplik~tion . d~r 
· .6 -Matrizen erhalten• 

-~ .. 

. _, 

i . 
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Ot = .' 

' ' 

. .. 

a " [\ .. ,J 1 a12 · 
. I , -~ :~ ·\> ~ < _ •• ~ 1\ 

a21 · ,a22 

. . ,.· 
·a31' 
lf ;. : 
a41 

" a51 
,. . 

a61 

. " \ _. a32 

II " 
. a42 ' 

[\ 

a52 

" . ~62 

1 6 ._:. 

a13 = a,4· 
a.23 . = •.. ·a.24. · 

.a" +1 · a" . ·. 

a" ~" +1 

" a54 
,. 

a63 
II 

a64 

: 

. • 1\ ' " 

a15 ·. a16 
· a· . ..: . i~~ ~ ·~, 

25 . . ': .26 
-

a · " " 35 a36 
II .. . II 

" II 

a45 a46 

" a55 
1\ 

a56 

" ~65 
,. 

a66 

Bei ·.den ~-Matrizen für starre . Lager und Binspannungen sind :die 
· Verhältnis~e noc.h . einfacher, da ·sämtliche El.emente 'auf dem 

\ . . ; ·. 

Mittelkreuz -gleich Null· sind,. 
' ,\' 

Bei .der Methode der .1-Mat;rizen wird· a~s Frequenzbedingung gefor­
dert, dass b~i der Pro~uktmatrix ?J.ilj·e n~ch den' R~ndbedingungen' 
eil:i bestimmtes Element verschwinden· muss • . Die Elemente auf den 
. - . '.. ~ . . . . - . : - . ' . . . . .- ' . . 

dritten imd vierten ·Zeilen· bzw• Spalten'.müssten für die Rand~ 
b'edingungen y =·:o, Q. ~ 0 b~w;i yr:. =· o, M = 0 :. gleich N~ll w_erderi • . . 

• - \ ' , I . \ ' ' ' , 'I 

·Da -diese · Randbedingungen jedoch ·mechanisch ,bedeutungslos sind, 
kann· man das ··aus 2 Zeilen und ·2 · Spalten b·estehe:n.de Mi ttelkreuz· 

· so vereinfachen, dass'di'e Spalten 3 und 4 addiert werden und die 
. . . \ ' . ' . . . . ·· ' .. : 

vierte Zeile weggelassen wird. Bei der Matrizenmulti:plikation 

bleiben dann · die übrigen Elemente der Produktmatrix unverändert, 

" . " . ,. 
2a13 al§ a 1'g" a11 a12 

". . . . ' . "r. · ,.r ,.r Ar . 11 

a 11 a~~ a 1 ~ a 1 ~ ,a 15 
r 

. . 

" [\ a21 a22 2a23 ,. " 
a25 a26 

: 11r . .,.r 
a21 a22 

,.r 
8 23 

,.r ;. 
a24 8 25 

r 

I 

1\ . " 2a+1 A • "i 
a31 .. a32 . a35 a36 1 = 

,.r ,.r · Ar ,.r " 
a3.1 . 8 32 8 33 , 8 34 a35 

{)L4r= r 

: : 

. . .,. . ·' 2~53 
A• A 

a51 a52 a55, a56 
. . ,..r . "r . , ,.r "r " 

a~ti a42 . a43 .a44 8 45 
r 

.. . 
. ~ . ' . ,. ,.. 

2a:63 a6S a66 a61 · a62 
./ 

. "r · ~or .,r "r . " 
a51 · ·. 8 52 8 53 a54 8 55 

" 

r 

\ · . . 
' Hat man sich für die abgeleiteten Ueb ertragungsmatrizen ent-

schieden, da~ sollte man auch gleich zu den reduzierten .6-
. Matrizen· übergehen~ denn 'diese liefern bei . bedeutend geringerem.· 

Rechenaufwand die/-gleichen .Ergebnisse. 
I' 
I 

\ 
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:6.) Weitere Vereinfachung durch Multiplikation Zeile mal Matrix 

'• 

'· 

und · Zurückführung auf freie Wellenenden 
>..-· 

i. • ·•· • . A.l"' ' .· . . .· . 

. Jede : zei~e .der M~trix · Tt _entspri~ht e'i_ner . bestimiD.ten ,Randbe-:­
. . dingung am rechten Wellenende und -' jede : Spalte einer ··solchen . 

' ' ~ .!' • . • ' ' • .· . ·, ' . ' 

am linken Wellenende. 
; 

P "r ,.r P ,.r, ' · P ,. ,r ·· p ,.r 
11 p12· 13 ' .· 14 15 

. , :1 P21r . . ,.r . ,.r .· ... r ... r 
p22 p~3 . p24 . p25 ' 

'.rl 
-~ 

. l!r 
···. ····~r ... "r ~r p· ,.r . ·:...r 

~ - p31 . p32 p33 p35 . ·: - . 34 
'. 

' . · ,.r . ,. r ,.r ,.r ,.r I lj(·' • 
p 41 ' . p42 p43 · p44 p45 . . I . . ·.--u, .· 

• . lPs1r fs2r IP.s3r • P54r rss~' 
Vo'l der Produktmat11i)C iJ•' intere~ht j · Mch den RandbedinOO 

1 • I : ~ . • . . 

gungen ·nur ein · einziges Element. Für die .l?eids~i t'ig : g'elagerte. 

Welle i~t 'dieses da~ Element p24r .. Berücks.ichtigt ·man ·die 
· Lager an den Wellenenden ebenfalls. durch · Matrizem, so· ist die 

' ' I • ' · 

neue Pr.oduktmatrix, qie die Lager a:n den V/ellenenden mit ein­
. schliesst,., das Produkt 12 t.r ~ . . 0 .')~; - ~· c.r: Q . .6r~ . 

· . Die Matrix . O~r .ist die Matri:X. ·für s.tarre · Lag9,r und hat 

\ 

fo~~e~d~n Auf~atiJ . 
- ~ . 

. 
'() ar = 

) • 

0 

0 

0 
'1 

0 

0 

.0 

0 . 

0 

1 

0 . ' 0 0 
0 . ' 0 . .'0 

0 0 0 
0 o· .. 0 

0 0 0 

~gl. · Katal~g der red. ~-Matrizen) -
' ' 

nemzufolge · er~~bt sichdas Produkt der drei Ma~rizen zu 

.o 0 
I 

0 0 . ·o 
·o . · o · o O· 0 

~ c. r . 0 /ir p~r. O .ar: · = Jo · o. O· o · o . = . . . : • .. . 
Ar Är · 0 0 

. . 

p14 p15 ° . . . .. 
. . . . I · "r Ar · · . 0 , 0 p24 p25 . 0 . . 

Das . Eleme~t p24~ steht jetzt in der unteren ·linken Ecke. 
Gerade dieses Element der Produktmatrix müsste für eine an 

I , ' ' 
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beiden Enden freie .Welle· verschwinden, Deshalb ' kann für die Be~ 
. " · , · ' • ·.: . ... . ·. . ' 1 . · I , .. . . ' · " · c ·.· .. ·, . · . .; . 

rechnung jede W:~lle als an · ~eiden·: End~n · f;re~. ·. angesehen werden, . 
wenn man die ' Lager an den .·.Wellenenden bereits in der Produkt- . 

. ; I ' ' ' ·, } ·:· . . ·' '',('> ··, , - 'i ; _' '· •• • ,, ' • j '; · .. _:.: . ,'I ' . ' ' ; • ' ' ., 

matr~x . nlit berü~ksicht igt. ·Die, .,1\.ufg?be . ist nunmehr da}?.ingehenq 
vereinfacht; da~!s von der J?roduktin~trix 42Ar~~s iEleznent P51r ' . 
in der . unteren linken Ecke bestimmt werden sollo . 

Das Produkt der:.' -~~duzi.ert'en 4;_Matrizen Ot"ind ·'~ bre~gibt die· . 
· · 6r . · . · · ·· Ar '· . r · . 

. ~atrix_ X • Yfir~: :_ yon der .Matrix cL dasElem~n~ ! c 5 1 gesucht, so 
_ist es nicht nötig, -die· volle Matrizenmul tipl_~l,{ation ·aus zu-

. • . . . ' .. .. : ·-· · -· 1·. : . ' 

. führen, . sondern es genügt·, wenn man die . fünfte . Zeile der Matrix · 
. ot~'"mi t der Matbix ~"-~ul tipiiziert Q Dadurch ' erhält man . alle . 

· Elemente. _der letzten Zeile der ·Matrix [; A~ 
. r b ,.r . b ,..r b ,.r b ,.r 

~11 12 13 r14, . 15 
b ,.r _ b ,,.r b ,.r b ;r , b ,.r 

' ' ''-' I 21 22 . . 23 24 . 25 
b ;,.r : ,; ,.r b ,.r b . ,..r· b ,..r 

31 . 32 ' 33 . 34 35 I : 

. : - ' . "r b ,..r b ,.r · ~ ,..r b ,.r 
b 41 42 43 44 45 

(a5;r a5~r ~5~r ' a5~r · a5;r) tb ... r b ,.r b ,.. _r b ,.r .. r 
51 . . ; 52 ' . 53 : 54 b55' 

' . - ' •· 

( ,; r " r ,. r · .· · ,. r ,. r ) 
c 51 ~52 . . e_ 5 3 . .· c 54 c 55 . · 

' I 

Bezeichnet man ·, die Zeilenvektoren mit kleinen Buchstaben, so 
kann man dafür auch schreiben; 

' tJ.r ·'-P Al" _,Ar 
.I'LJ1. . • c:lY ' = . " 

Bei fortla\lfender.Multiplikation wird der soeben erhaltene 
Zeilenvektor 1.-

4rmit einer wei'teren Matrix multipliziert, wo-
raus ein neuer z~ilenvektor ' hervorgeh:t.. '' 

Dieses letztgenannte Verfahren scheint :f:ür die Bestimmung de~ 
. I 

bi'egekri tischen . Drehzahlen· auf P;t'Ogrammgesteuerten Rechenan-
. ' 

lagen besonders geeignet · zu sein, da es hauptsächlich m~f 
wiederhol tes ,Mul tiplizieren•eines , Zeile.nvekt'ors nli t .einer Matrix 

hinausläuft~ D~rüber . hinaus . ist · es ein besor1derer ·~a;teil, 
dass dieses Verfah~en ~~-f -~icht gekoppelte .Wellen und ·stäbe · 

angew~ncit· , praktisch · keinerlei Einscbränkungen :unterliegt. 

" 
.. 

I 

\' 
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·. Abscl:mitt B: -Programmierung des Verfkhres 

l.l -Matrizen . . 
;, ·; 

1_. Y Die·· Gleitkomma-Rechnung mit InterpretationssYstem 

, . ·Will man die Eigenwerfe mit Hilfe der reduzferten _ A~Matrizen 
nach F u h r k e auf digitalen . Rechenautomat.en numerisch 
ermitteln, s~ inuss man sich zunächst -darüber klar sein, ·dass ·· 

man über die ' n'rössenorcinung der in' den 'Rechnungen V9rkommen­

den Zahlenwerte ' im allgemei~en g_ar k 'eine Angaben ~a~hen kann. . . ' \ . .. . . . . 

Je ·nach 'der Art der Matrizen--Zusammensetzuzig,- ·also letztlich 

je nach der ~rt.de~ursprünglichen te?l:mis~:p:eri · System~~ 
für das . die Eigenwerte :ermittelt · wer'de':rl. sollen~ . - k'önnen die 

. ' . •• . • I . ' . . 

Zahlen_ in eine~ grossen Bereich 'schwanken, · der sich .über 
· ' , v.iele Zehnerpotenzen erstreckt. 

\· 

. -

Wenn für . die verwendete Rechenanlage nicht yon vornherein die 

Möglichkeit der . .- Rechnung in Glei tkommr;t vorgesehen ist 1. muss 
' 

· man sich diese Möglichkeit besonders schaffen. Das geschieht 
entweder durch Gl.ei tkomma-Unterpr~gramme für . di~ ari thmeti-. - . 

:sehen · Operationen und f.ür oft gebrauchte Funkti~nen oder durcl 
, , u~angreichere Systeme, die .das Programmieren in einem 

. Pseudo~co'de ~ gestatteri • . Die Pseudo-Befehle _werden -jeweils bei 

ihr~r Ausführung in ei~e Folge maschinengerechter Befehle 

übersetzt. Fiii- den, Magnettrommelrechner IBM 650, der .im 
. ' . • .' l ... . • i .· ·_ •• ' . ....... 

· folgenden im yardergrund aller Betrachtun~en st~hen ~oll, 

.. gibt es. eine . ganz~ Re'ihe solcher Systeme; . am bekanntesten 
. ist s_icher .das Bell-System· . [13]. ' ·· 
. . 
i . ' . .· . . - -· . _,·.·, .. . . . . . 
· ·· ~m Berliner~ Recihenze11;t~um der . AEG wurde für . technische Be-

I 

rechnungen ein neues 2-Adress-Gleitkomma-:Interp'retations- . 

system "BAM/Z" . e-ntwickelt. Di.ese's .b.ietet: aU:ch ·bei der vor-

. li~genden Programmierurigs·~ufgab~ zahl.reiche ' Vo~teile gegen.:.. 
. ~ . ' . . 

I' :I '· 

I 

I 
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Die . ~a~le~d~rst,e+.l~ng ).~ BAM(Z-:-Syst em ~st halb~ogari ~hm~-~-ch 
in der: Form ~ {-) . , :7: ),. . das heisst, eine · gespeicb,e~te Zahl · . ·,- . 

·· ~ ' ,· , ~ . . , ... ' i ·. ' , 'I . ' . : ·. ~ . . , 

~ ; • r;;· , , ' ; ',: , • I ' . ' .; ~ .;. :\ r 

. ! . :YY Xxxx xxxx ± · . , .·: 
~ _, . . \ 1 

.. . 
' 

... ... I •·, 

wird interpr~tiert als 
_. , . .. ·.· ·. ·.· + X · xxx· xxxx . ~-oYY -50 · 

- , , 

··. 

, . wobei die Buchstaben· X, x, . y· für ·beliebige . DezimaTziff,ern 
. ~tehen., :Genau'eres Eingehen auf das System: ist ftir d~s 

Folgende~ ni '~ht, ~ötlg. . . . 
I ' I :.\ ~ >·:'.' J, 

~ .) Das Eingabe-Programm 

Das Programm beginnt mit dem Ab fühlen einer ·ersten Lochkarte, 

die' die Berechll~gs4Nummer und die Angabe des ~rsten Speicher­

platzes für die Eingabedaten _enthält. Nach einer Prüfung ~ der -

: Berechhungs-Numm'er auf Uebereinsti~ung ·mit der Programm~. . 

Nummer. ·.des geladenen Programms werden die · ~eiden . Worte sofort 
: • I 'I / • . ' ' ' f 

·· auch wieder von der Maschine ausgegeben, damit sie als Ueber·-;-
. \ . , . , .. ' . I , . , . 

·;'schrift , des Rechenprotokolls in d_er ersten · Zeile stehen. Im 

-Normalfall werden alle Ausgabewerte· vpn der ~n~eschloss~~-en 
Tabel~:,termaschine IBM 407 gedruckt, ~ndzwar mit Hilfe einer 

·Instrl.;lktion im BAM/Z-System. ))urcll eine besondere Nachlege­
karte kann die A~sgabe auf Stanzen' in .der ' Karteneinh~i't . IBM 

. 533 'umgeschalte.t w.e.rden • . Mit den _Ergeb.niskarten kann ~an 
dann auf einer.Tabelliermaschine beliebig viele Listen er-. 
stellen. 

i 

Durch die besondere Angabe des ersten Datenplatzes wird . . .. ' , 

folgendes , erreicht: Der. zuin Speichern der 'naten erforderliche . 
1 ' • . r ' , 

· Trommelbereich kann den Bedürfnissen des ·.speziellen .Schydn-
. , • ' , I 

· gl.mgssystems angepasst werden •. Hat. man· e ·Matrizen bei der Be- · 
. ' . ,' . ) : ' . ' 

. rechnung zu berücksichtigen, · so sind _dafür 5 · e, Speicher- .· 
I . ' ' • . ··. - I • 

plätze auf der Magnettrommel nötig, da. pro .Matrix fP!lf ·:kenn~ 
zeichnende Daten :gespeichert werden •. Benut~t ma~ · alle (bis· 

·, . . ., . ' . '· I 

zur Abfassung dieses Berichts) programmierten Matrix-Unter-, 
• 1 . - . 

·· programme (Matrix••UPs), so stehen die Plätze Nr. 0506 bis , . . . . ,. . ' ' , . ' 

1083. zur Verfügung.. Das· würde. ausreichen für . '.115 · Matrizen. · 
1084--1 092 müssen auf .j edeh . Fall für :die s~ge~annte ·Schluss-' . . . . . . ~ '- ' . .. ; . _. ' . . . ' . . 

karte frei bleiben·, . die unter Umständen auf diese . letzten 
Plätze; geiaden wird. · Nun werde'n 8.b.er ·einige Ma~rix-Unter- • 

programme nur in wenigen Fällen gebraucht . und wemn, dann- . 
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zum Glück nur in Systeme~; J:>ei denen ·man kaum eine . so· 'hohe . 
' • • • • • ' . • ' J • 

Matrizenzahl beim Festlegen des Ersatzsystems .wählt. Kann man 
alsö auf ·sol'che ·Matrix-Unterprogramme verzichten,, so k~~ _d~r . 
erste Datenplat'z .bis au·f 400 .vorverlegt und damit die · Anzahl 

' . . - ' ·. · • • -- I, . , : : '' ·· . 

der m.öglichen Matrizen · eines. Schv{ingungssystems . vergrössert 
' I . ' ' 

werden• · Eine genaue Angabe: · des l?ei Verwendung eines speziellen 

Matrix-UPs · mögl~chen 1,. J)ate'nplatzes (1.D.P.min) findet ~ sich . 
i~ d.er später' fotgenden Uehersicht der Matrix.:.UPs. (S_ei te 28) 

Man hat weiter den Vorteil, dass umgekehrt der Trommelbereich · 
·für die D.aten d~;~h Ahgabe eines ·.entsprechend ho~en . ersten , · 
· Datenplai;zes eingesch;änkt , werden kann, . wenn :man . gez-~gen -· ist, 

. . . . ·. . · . . . I . . .. . .. . • . , 

· für einSchw:lngungssystem ·den ·vorhandenen Matrix-UPs ein · 
' • ,' ' ' . ·, ' , r • • • • 

, neues ,hinzuzufügen. Ausser Speicherung des neuen UPs ist im 
Programm dann nicp.ts zu ändern. 

Vom er~ten Da"!;enplatz .hängen mehrere: Instruktionen ab; · die 

. nUn: im Eingabe~Programm .errechn~t we.rden. Eine dies er .Ins:truk­
·t:i.one·n·, . die zUm. , später erläu.terten Restwert-Uriterprogramm ge- · 

·· h8rt ~ - steuert .z.B. den richtigen Aufruf der .Matrix-Dat'en .vor 
der Matri.zenmultiplikation· • . 

Dann werden.· der Reihe . na~h die Matrizenkarten abgefühl t, die 
.:als ,erstes Wort den Sprungbefehl ins Matrix-:UP imd als · · 
zweites bis fünftes ·wort die notwendigen . Eingabe• Werte . ,ent-' 
h~l ten, wie es aus de~ . Ueb~rsicht ·.de:r- Matrix-.uPs . zu ersehen 

. ist. Als . sechst~s Wort' enthalten : die Matrizerikarten : di~ . ' ': 

; laufende Ma.trix-Nummer, die der Kontrolle der Karten-Reihen-
\ •. .. ' . . ,· . . . . . ' · . . ; . . . . 
folge durch .die Maschine dient. Iri Wort 7. und Wort 8 ist Null 

einzulochen, ·Di'e Worte 1 und 5 werden vo~ ersten Datenplatz 
. an· fortlaufend ·ges;eicher~, Wort .1 . der ~ächsten Matrix un­
mittelb ·a·~ nach Wort . 5 der vorhergehenden • . Ausserdem . werde~ 

, ·. . ' ' , . , ··•. ' . I ' 1._ ' . ' :,. • • • • • ' 

die Werte noch einmal für _das Rechenprotokoll ausgegeben. 
. . . . . . . ' ' . . ' / ' . . . ' . 

Dies wird fortgesetzt, bis eine. Schl~sskarte 1 die .9999 als · 
lauf.ende Nummer in Wort ·6 enthält, das Ende des . Matrizen- . 

. . . ' . . . 

kartemstapels a~~eigt. Die Maschine merkt . sich 'dann für das 
' ' ' ' • 1 ..... 

·Restwert.;..Unterpi'9gramm, wie -viele Matrizenkarten ~bgefühlt 
wurden, und ge}?.t , zu:m Nullstellenermittlungs~Progl"~mm :über. 

. ' , · . .. ' . - .. 

~ i 
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1 
3.) Die Nul]stellenermittlung bei . Restwertverfahren 

, >: :.·!} _·\ :· , ~ ;_ > ~- - - ' ~ . . , ' ·r :__ • ; . ~ - ~.:· .. : .!·~< :.;·• · · , ~ ;:, ~ .; - , 

Die Eigenwertbe~timmung . mittels .' ~ ~Matrizen',.erfordert wie 
jedes Re .stwe~~f-verfahren eine · Nullstelle,her~ittlurig für die · .· 

Re~twertfunktion R (n)' d. h'. es sollen diej eni'gen· Drehzahlen 
' ' ' ' . .. .. . . . -. ' \ 

(o·d:er Frequenzen) n
0 

gefUnden werden, ' für die ·der Restw~rt 

R .(n ) = 0 
0 ' . 

ist. Die · Re _stwertfunktion ~st im allgemeir1;eh 'so kompl.iziert' 
dass eine gesch.lossene Lösting n:i..cht .· angeg~ben werden kann, · 
vielm~hr werden .die Nullstelien dur·ch ·num~~is:che J?r~bierver-

. . , . ; . ' . . . • . , I , , 

fahren ~it . einer, vor~mgebenden Genauigkeit ·. bestimmt. -Für 
I : _ ' . , ! • '. , , . • 

dieses Problem :war bereits ein fertiges Bibliotheksprogramm 
.' \ . ' . . ·. ' 

im AEG~Rechenzentrwm vorhanden, das sofort benutzt werden 
. ' ! . . . . • ' '. 

koll:nte. Seine Arbeitsweise kann wie folgt skizziert werdent 

·Zu einem festen Dr_ehzahl-Wert nneu' der auf einem best_immten •. 
'I Speicherplatz steht, wird durch , das Restwt;~rt~Unterprogramm 

(R~UP) der · zuge~örike R~stwe;t .· ~ (n~eu) ·.=· ~eu b'e;-echnet. , · · .. 
Dieses R-111'. wird ;nun a~ ·ver~phiedenen Stellen des ,- Nullstellen~ . 
Programms'· aufgerufen.· Nachdem · .i'm ·Eingabe.:..J?rogramm alle wichti-

' ' . ' . 

gen 'Daten auf ihre Speicherplätze gebracht ·worden sind, · be~ 

ginnt das .Nullstellen-Programm mit dem' Abfühlen einer n-K~rte. 
. ' , . . ' . ' 

Diese enthält nacheinander die Lochungen -für einen ersten 

'Drehzahl wert . ~ir{ (Wort ·· 1), eine . Schri ttwei te. ·· l\-n ,(Wort .2), 

einen: · höch~tEm - Drehzahlwert - ~~~- (Wort 3 ) · und, eine Genau~g­
,; · keitssch'ranka 6 (Wort -4). Zunächst wird der Restwert für 

. nneu = nminberechnet, ci~nn für nneu =~in. ~_. An · und, . wenn 
das Wort ·5 ·in der n-Karte_ nicht negativ ist, sq weiter, bis, 
schliesslich .n . · überächritten ist. · Dann · stoppt die .Maschine . -max · 
und kann anschliesserid die nächs~e n~Karte abfühlen. · . 

t ' .• • . ; , . • . • • . : . . • 

Da am Schluss j.~de~ ' .Durchrechnung d·es R~UP die Werte. nrieu und 
Rn.eu von_ d~r .Masch:i..n~ . a~sgegeben ·werden, körinte · m~n unter 
laufende·:r Berücksichtigung . dieser Ergebni~se auf einem . Blatt 
Millimet erpapier graphi~ch ·oder mit 'einem Rechenschieber 

. ' ' . .· ' ' \ ' 

I 

numerisch interpolieren, wenn man erst einmal eine Nullstelle : . '. . ' '' ' . - ' 

der Restwertfunktion eing.egabelt hat. Man würde dann sofort -
, ' ' . • I . .· \ 

mit einer rieÜen n..;Karte' ·- einen neu·en Wert od~r Werte-Bereich ., 

der Maschine mitteilen, · mit dem man der Nullstelle näP-~r· · 
zu kommen trachtet. Im allgemeinen liegen nun aber die 

\ ' 

-

• ' 
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Rechenzeiteil sogar bei den , ]e.rech~:t~ngen .für'gro·sse ~ Turbinen­

läufer iri de_r Gr.öss~nordnung n~r e.iniger<Minuten, und in der . 

. Praxis hat es sich gezeigt, da.ss ~an ,in ·di .esen Fällen· das Auf;_ 

suchen .der _NU:llstellen zweckmäs.sig •. der Ma-~chine überl~sst, 
wozu das Programm besonders. eingerichtet ist. Der B~arbeite'r 

. '· . . : . ' . . ' . : -_ \ . /: ) . : _. . .. ' - . ' . 

kann: sich danri ·nämlich. auf andere · Dinge ~ ~onzentrieren, : die . . 

immer noch zu tun übrigbleiben, · insbesondere bei der weiteren 
• I , . ' 

Auswertung der Ergebnisse, aber auch 'bei der Ueberwachung der 
- 1 • - -· • ' : • • 

Maschinentätigkeit und dem ·Ordnen der Lochk?rten u. a. -Damit 
1 . . ' • 

wird die .automatische Methoda nicht 11ur· bequemer sondern auch 

sicherer. 
· , 

Wie · stellt die Maschine das nun .an? . Die Nulls·t ·e:llensuche · wird · 

ei.uge\eitet. -durch eine n~gativ eingelocht~ Zahl 'in Wo~t 5: dar 

schon erwähnt~n · n-Karte • . Nach der B'ere.chnung eines erstemi 
. . . ' . ' ·. ' . 

. Restwertes wird laufend geprüft,. ob be~ , ~eue~ ;Durchrechnen 

ein Vorzeichenwechsel im Restwert ·eintritt. Sobald . dies der 
.Fall .ist, ·fährt .die Maschi~e .. _nicht mit der. Erhöhung .. um d-ie 

konstante Schrittweite f~rt, . ~ondern interpoliert zwischen · 

dem -letzten und vorletzten Drehzahlwert. sie er~echnet je ; 
' • • •. I 

nachStellung -eines Schaltersam Steuerpult einen .neuen Dreh-
: • . ' 1 ' ' I ' • - • . • . ' ..• ' : ·_ • . .· 

zahl-Probewert ~urch Halbierung des Intervalls _oder. nach . der 

Regula· falsi, ·und das wird .so lange fortgeset ~t, bis der zu -

letzt · errechnete · Dreh~~hlwert ·auf mindestens 6 :stellen mit~er 
. . . , ""· \ , : . . ~ ' • I 

: . . gesuchten Uullstelle ,übereinstimmt,. 6 ist als Ziffer links-
bündig in . Wo~t 4 eingelqcht. Dann wi~d die Rebhn~~g mit .der : 

Schrittweite An , dort fort9e·s ·et zt, ~o ·sie v~~h~I' wegen des -

.Vorzeiche·nwechsels aufgehör:t hatte; es wi:rd · wei ~er nach _Vor-
zeichemwechseln der Restwerta ·gesucht, ,bis n · überschritt~ri / . . . . max, 
wird4 ' . 

' \ t 

4. ) Der Aufbau des Re stwert-UE.! e~Ero_grams 

\ . . . 
W-;tr betrac4tem nun das R..;UP genauer. Nach ' der · lÜngangs-:-In-

struktion, · die -das -Speichern der Rückkehr.:..Adresse am Ende des 
\ .. , . . ·. , I ' · ! ·. . . . . : I . . ' . . :· ' 

UP bewirkt, . folgen einige Transport-Operationen, , durch die 
der . Anfa~gsvektor : . . 

'Ar :· . . . . " 
-~1 ; _= (0 0 0 0 1) 

gesetz~ wird. Die' 'nächste Instruktion setzt das nun benutzte 

\ ; 
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Indexregister 9 in Grundstellung. Sie ist nicht fest eingegeben, 
sond.ern .. wird' ~ it'~ ·ibh ' im .Arlfang des Eingabe,~Prog'·ta~s · aus . der 

. ' ' . . . ' ' . '·. ~- . ' ' ' . . . ' . . ' .' ' . - ~ 

Angabe de .s . (3rste·n .DatEmplatzes . errechn:e,t. Es folgt · die Be-
.· . . . ·. . . 2 .' . . .· . . ·, ' .: . . .. · . ' 
rec~nung von ·w . aus der vorgegebel!-en Dr.ehzahl . :rip.eu • . Dann können 

. der Reihe nach ·die reduzierten A . ·~ Matrizen Oli mit dem Anfangs-
. .· · · ar · .: ··. ·· .· · - · . 

zeilenvektor m.c- ;bzw. den sich ergebenden neuen Zeilenvektoren 
.u 1'" · von ·.links · multipliziert werd~n, wodurch sich· w~eder ' 

ein neuer Zei.lenvekt or ergibt: 
f~ t_. ' I ; ' ; • -, ' 

. ; : . dr 

ot. 'l~. 
.41'" ' ,,., . . Ol Llr · 

vc" ~ • • .· 
· "\1 {. '; ' 

; 

• •' I I ' , 1 

.Die Elemente der Matrizen stehen in diesem Prograiili!ll nicht . von 

vornherein auf ·.b.esonderen Speicherplät zen, sondern werden erst. 
· . I . ' . . . · . I f 

für die Multiplikation selbst errechnet~ Für jede Art von 
' w ,- . , I _ I - · · ._ , \,. __ · : · . ·: · · 

Matrix mu~s a .lso wieder _ein Unterprogramm vorhanden sein • 
. Selbstverständlich programmiert ni.an 'Programm-Teiie ,···die · in. 

mehreren Matrix~Unterprogrammen vorkom~en, . nur .. einmal, ])er 
Ueberg~n:g .zu · einem spe:zielleri Matrix-Unterprogramm e'rfo.lgt. nun 

dur~h Aufruf des ' ersten Wortes von den insgesamt fÜnf Kenn- . i 

worten je,der Matrix'; :Dieses Worn e~thält einen entsp~echenden 
Spr~gbef~hl. De.r Aufruf wird. über das Indexregister 9 ge-

, · ~te~·e ·r·t, d·as riach j ed~r M~trizenmul tiplika tion i.un · 5 'Einheiten 

erhöht wird, da die 5 -Kennworte einer · Matrix hintereinander 

i 

.•. . · .I ' . ; . . . . . . , . ' . ·. . . , . . 

ge_s.peichert sind, Alle Matrix-Unterprogramme end_eri bei · dieser 

. Index-E~höhung., · ~ie wird so lange -ausgeführt, bis bei dem an­
schl:i.essenden Test festgestellt wird, ' dass die Multiplikation 

mit allen Mat~izen des zu berechnendenSchwingungssystem~ ab­
. gelauf~n ist~ . Die Anzahl!. e der Matrizen wurde'· sch.on bei', Ein­

gabe . d-er Daten von der Maschine1 festgestellt • Man hat dann 
also · s~hliesslich · den ' Zeilen-Vektor· . ' · ·· ·, 

/J. r . . ·b. ,- : l!r tJ r 
jJ- = ()t e+., = . vt1 · • m., . · dr · ' t).r . 

· • · Ot.;, ..... CXe · · 

e,rh:;ten; dessen erstes l:lem~nt der B:estwert Rneu is~: 

·. Ps1. · = Rneu· 

Zum ·Schluss des R-UP werden .das Argu~ent n und ' der daraus .. · . . _ . · . . . .·. . . . .. neu ·· . . . . . 
be:r:echnete Restwert Rneu ausgegeben, im Normalfall gedruckt·. 
durch ~ie Tabellierm~sbhirie 407. · 

Nach . der ' Ausga~e ~ läuft ._ die Maschi~e. gemäss der gespeicherten 

• I 

I • . - ·. . , . . 

Rückkehradresse in das Nullsteilen-Ermittlungs~Programm · zurücko 
' ' ' : 
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5.) Die . speziellenMatrix..;Unterprogramme 

Wenn ein Zeilenvektor .(;r, mit · einer 5~reihigen quadratischen Ma-, . 

. trix ;$-multipli.ziert . werder1 .sbll, ·kurz . . 

. {)(.. :!!- : :a 1-' ·, 
I • . :.. I ' • ' ' · ~ ' . ' ' ' . ' . , :. ' 1' · • . . 

so lautet die. Rechenverschrift ~ nach . der die ·Elemente des Er~: 

gebnis-Zeilenve'kt~~s 1-' · zu bilden .sind·, 
i 

5 

. Cs.t ;: L, a5t<. b~<f. 
a H '!"1 . 

( j ' \• 2, 3, 4, 5) 1 ' 

.. \ . 

· Solche Matrizenmultiplikationen sind beim Verfahren der re;_ 
' . . - . . . ~ . . - _, -- ._ : 

duzierten , .6 ·-Matrizen sehr oft zu wiederholE:m .. . Mari wird also 

zunächst d~ran gehen, .diese ·. Rechenvorschrift zu progr~mrriier~:rl; 
Werden .die Elemente 'von ot. hint'ereina.nder und die· Ele~ente .von 

:fy . ·. ·spal tenweise hinte;eina~der auf der Trommel gespei6hert ,· 
. . ' ( . - - ~ . . . _- ' / - ' . . . . . ·. . ' . ; _ . . . .. '- ' \ . \ . •' ·. . 

so kann man. die einzelnen Elemente unter Verwendung ·von dr.ei . . 
Indexregistern • (rür j '·,. kund 5j · - ~ ~k), ·die,· im .. B:AM/Z~:s~st,e~ : . , . 

9hne. weiteres , zur VerfÜgung~ . s.tehen, . zur , Mul tlpl:ikaticin: ~~~f-' . 

~ufe,ri und entsprechend wiede·r wegspeichern~ ~ Wir·'~ind j ~d~ch 
von diesem Gedahken i der V~rwendung' • 'dr~ie; Indexregi,~t ;et. ~bge- ·. 

• '_ , . _. • ., ' ~ • _· I \, , ' ' • • , . ., :; • ' . _ ' • • \ . ' · ' • 
0 

, 

gangen· und haben die Formel für jedes j . vollständig ausga..;. , 
schrieben und: ~o auch · p.rogra~miert, obwohl dafür . 20 S~eicher­
plät.ze mehr benÖtigt - Wurde~. Der . Gewi~ri liegt. hier 'in .der . 

Rechehze~t _, .cia di
1
e v·e;w~n?ung der , Inde~r~gi~t~r . ~ -ei .AufrUf 

eines Speicherplatzes jedesmal e:inE:m Zeit zuschiag kos.t et . und 
' . .· ., . ., · . . . . ·, .. ' . 

, auch -noch die Zeit für das Stellen und Testen· der Indexre-
\ . . . . . . . . , ' .. ' ., . ' . .. · .. 

gister hinzuzufügen ist. So dauert _die ·Multiplikation. jetzt 
< , ' , ' ·, . ·, ' ' ' , I • , • '' • ' : . . ' ' ~ ' 

bei. aus·geschriebemem Programm etwa ' 3, 5 Sekunden au:f d·er j. 

·. Maschine, . während .bei. Verwendung der Indexre'gi~ter etwa·· 8 

. . 'Sekunden herauskämen, eil-so meh:r .als das _ Doppelte~ : . 
' ·_ ~ .. -· . · .. :. / . .. - ~- _· ~ . -: ,· ' .' .- '. _ . ' ., ' .. .. .... . _ - - ·_ · :_ :- - - ~ ~-- ' .. . ,., ~: 

Bevor dieses Multiplikationsprogramm · durchlaufen · werden kann, ·. 
· müssen die . Elemente ·.bkj ··· . auf d.en .dafür bes.tirimit~~ ~ Speich~r~ , 

· plätzen stehen, · nachdem sie · aus den Eingabewerten der b,e-
. treffenden Matrix errechnet worden· s· i~d. Nun zeigt sich .ab_ :er,.· 

dass . bei m~~cL?.en red~zierten. Li ..:Matrizen·· ga:F nicht 'v .iei _·zu , 

rech.ne.n ist • . ·:Nehmen wir .. als be·sonders krasses Beispiel die 
. ~ . . . . 

Matrix für ·e1n starres Lager: . , 
.. 

/ 

: 
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0 ·· 0 . 0 ' 0 .• 0 

0. 0 o. -0 > 0 . : . . 
0 0 ' 0 ; 0 •, 0 

1 o ·. o o ·o 
0 1 0 0 0 

'' 

1 

.\' 

Hier sind' ._nur zwei Elemente von Null verschie-den. · Die Multi- · 

· plikation Ip.i t dieser Matrix ' bewirkt' .weiter· nich-ts ~ls, . dass 

das : Element a 54. ·nach c 51 .''und das E~e~e?t. ~ 55 n.~ch c 5'2 gebracht 
' wird, während c 53 , c 54 und c 55 Null ·werden. _ ·Die· Zeit wäre . 

völlig sinnios .. vertan, wenn man hier e.rst die · ~ -Matrix durch 
' . . . . . ' '· ' ' , __ ' ( ; . ' _.· ', ' . . 

25 Transportbefehle aufbauen wollte, um dann noch23 mal nach 
. der allgemeinen Rechenvorschrift .mit :Null ,zu multiplizi_eren : 

, I l I , , , 

·und diese Pr'odukte zu · addieren, während eigentlich bloss · 5 
Transportbefehle notweri~ig si~d. · ., 

, t • I ' \ ' 

So sind wir
1 

bei den meisten Matrizen, für die. wir ·die Matrix­

Unterpro~ra~e g~schri.~ben h~ben, · nicht den Weg über die :allge-
meine -Matriz~nmul tiplik~tion·. nach Aufbau- der Matrix ~- ge-·_ · 

· ' , . I · · • · . I 

gangen, sondern haben alle notwendigen R'echenschri tt~ im . ' - ~ 
sp~ziellen Matri.x-Unteirprogram~ 'durchgeführt. Die . Zei terspar~ 
nis gegenüber dem· ersten Versuchsprogramm, das s·t _ets über das 

·· allgem~irie .Mul tiplikati~nsprogramm li~f, war. beträchtlich, 
wenn ~uch nicht. immer so gross wie bei der Matrix . '0 .... Ar, 
bei· de.r . die Gesamtzeit auf wenig~r als I ein .Zehntel der ' frühe~ 

i . ' . 

ren schrumpfte. 

And.er's . liegen die ' Dinge bei der · sogenannten ·Rayleigh-Matrix· 
·. <?R, t:-.r; ·deren 2 5 Ele.mente . sämtlich errechnet werde~ müss~n. · 
In ~iesem Fall wird tatsächlich, nachdem die Matrix aufge- . 
baut und · gespeichert ist,. das allgemeine Multiplikations-

.. programm durchlaufen; dieses beansprucht · dann -mit seinen 3, 5 
" l • . . . • - . 

Sekundenetwa nur .ein Drittel yom Rechenzeitbedarf· des ' ge.:.. . 
I ' . 

samten Matrix-UPs. 

Wir habm selb~tve~ständlich noch nicht alle für technische 
' 

Rechnungen· denkbaren ' Matrizen-Artelill programmiert, sondern 
' , . ' . ; . . ' '. , , I . , . ' : 

zunächst·nur .diejenigen,. die wir aus praktischen Beispielen 
als , am mei 'sten gebräuchl-ich ka~nt en. ·Eine Ergänz~:rig ist, wie. 

' . \ ' 

vorher schon angedeutet, ohne ';weiteres möglich. Im folgenden 

· s;ll eine Ueber~icht ! über ·die programmierten Matrix~UPs und 

r 
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ihre Eingabedaten: geg'eb~n werden. :Der ungefäht:"e Zeitbedarf 

'' 

für .jede~ UP . ist . itl. Tro~el.:.Umdrehungen (T~U~ angegeben. 
1. Tr~miil.eü-Unidrehtmg ·entspricht bei der IBM 650. einer · Zeit 

von 4,8 ms (Millisekunden). Bei de~ Bezeic~~en haben 
wir uns im Wf?.sentlichen· an F u h r k e [ 5] gehalten • 

. - '. . 

. . , 

I 

-· 
.. 

, \ 

\ 

' ,\ I ' 
' · 

. ' . 

I 

\ 

I 

I 

I -

·' 
' 

I• 

.,. 
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Matrix für homogenes elastisches Balkenfeld 
i ' 

I 

. . ·. 1. . . . ·. a .. .. . a . . . . -4 . -E* ··1 ·.· ...... a ·A* · 1 2 . ·s* · .l.B* · ., a
2 

(1. E*) 
--~__.;.. __ ._ . _ . • . . I ; ' . /1. • 

- A !1 B" ,L (2E*.:.1) I 21A" I 21 ~s* I alB" 

--
;o .c1r · 1 · ~ · t.. ~ ·s~ :· .. ·I· ~ · ~::. t.. 

4 B~i. 1 c 2E* 1.·) 

IV : - ~A" ~ :~ s" l- 2/B* r· .(2E"j1) I ~ A": I 

\ 4 . .. = . · 'I 4 ~r I .'\ 4 ;, .,. . 'I 41· x I :: 
f.\'7( 1-E~) ~ ~l A ~~ . ~ 2~ s·~ ~ .!:..- B.. E"'~ · · · a · a ·· · a 
a 

Eingabe: 1 = Länge . oder 

.- . E = Elasti zi't ät s­
modul 

' 

1 = Länge 

E = El~stizität~- .· 
modul · 

.d · = Durohmesser 

J = Dichte 

I = Flächenträgheitsmoment 

;u = Masse pro LEingeneinheit 

. Hilfsgrössen &. 

· 2 . t · d ·r d 
. ' . . ' ' 2 ' 4· ) 

/1.4 . ~ 14 . m~, /u = J r. 4 ' = .n 64 
= · EI ·. ( wenn . ni c~t direkt vorgegeben 

. 2 
1 ' 

= EI a: 
: 

A* = d · (~osh 'A ' sin /1. + sinl1 'Acos - /~ )P E*= 1<1 + co:Sh /1. cos 'A) 

i ~ .. 
B::L = 1 • ( . I · --..,.r cosh /. 

2/1.;; .• 
s:i.h 

. I . , "''.. 1 . ) 
f\ - sinh /, cos /1.) ß s:l't::: ··~··?( sinh /1. sin /1.) 

' ~ f"-' ' . 
I 
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Heinrich-Hertz-Institut für Schwingungsforschung 
Berichtif~ung zum Technischen Be~icht Nr. 25 

Auf für. starres Feld (mit Kreiselwirkung)' 
'·' :· ' 

1 ,;,• 0 0 0 0 Drehmassen gi ·. ' j 

'· 
2 i 2 ' 12 \ sind bei Be-w (m3 - G) 1 '21 0 rechnung einei 

2 1 .rotierenden 

:Jr= - w m 2 0 1 1 0 Welle positiv, 
2· 0 

bei Berechnung 
- w m 0 0 1 eines Balkens 

m12 2 negativ an zu-
\ w4~ I 2 2 w2 (m~- geben. 

(1r -. G) - w m - w ml G) 1 

Dadurch sind die Ergebnisse des Zahlenbeispiels auf Seite 33. 
und den darauffolgenden Seiten zu· ändern. lm ersten Falle von 

n1 ='8187 U/min in 8182 U/min 

und im zweiten Falle von 

n1 :: 8145 U/mih in 8139 U/min. 

Die übrigen Aussagen des Abschnittes 0 bleiben davon unberührt. 
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. M~ri_Z§_n fü..t'_~rt;arr:_~§J'~e_l_d 1 Scheibe 
' . 

Starre.s Feld: · . Ma~s:Se · m . 

, ' (mit Kreiselwirkung )' ' · ..• · .. tt Drehmasse .g 

: , 

1 

. '-2 12 . . .. 
- w (m-- G) · . . 4 ! : -

:. 1 ~ . 

2 1 . 
w~"2' 

2 
- .. w m 

w4me 

. ' 

o · 0 . 

1 . 21 

0 1 ' 
-. 

0 0 . 

2 .·· . ·. -2' 
- w m - w ml 

.Punktmasse·: _,_.;. m . 
' 

.• 

I •·· .. '0 

. 2 
.1· 

·1 

., 
1 

0 

0 
' . •; 

0· 

0 

' • 

: Drehmassen g .· 
·. s'ind . bei Be- .· 

rechnung einer .· 
rotterenden · . 
Welle -positiv, 
bei ·Berechnung 
eiries ' Balkens 
negat"iv einzu- ' 
geben. 

. 2 1 2 ·: .. ': . : 
- t1;> : (m4 ~ 9) ., .1 :: 

. ' . . 

' 

.· Scheibe a ; + Punktmasse ni 
I 'I u.' Drehmasse . .g . 

I ' . ' f • ' 

' ' 

1 0 ·o 0 o·) ·· .·· . r- -· ~ 1: 0 I 0. 0 0 .. 
' . 

1 ! •0 0 Ol 
:2 . 

, , I 1 0 . 0 0 •' .. w g . 0 · 
: 41" 

o J .'8'!= 
. . _· t.r 
?Rfl ::i: I · 0 

' 

2 
- w m 

0 .. 

I 

·o . .1 

0 0 

2 '·, 
- w m 0 

\· ' 

0 
I 

1 o I · 

o · 1 .L_ 

.. 

.0 . ·o . . · f 0 .0 

2 . 
- w m 0 ·o· 1 .· 0 

1 4 . 2 .. ~- w m.Q. - . w m 0 2 · w .g t 

I 

I ; ; 

...... 
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't ;; .:·· i , . ... ~ ' - .... 
· t ·: -:; : · · · ·· Lagermatrizen =· \ .. . 

' ; · ... ... ;.· , • ' .-,. _ . .... . . " l ' . , . . 

' · 

. . . . 

•. Absolut-schiebe~: ·· 

'· :1: .· 

) . 

0 . o: ~ 0 0 0 

. dl'" 
1 o' ·o 0 0 

., ) 

cF; = 0 ... 0 . 0 ... 0 . b 
. s . ·o 'o 0 . 0 .; 0 

0 0 0 1 0 

ma. 
Querelastisches · Elastisch ange- · '[. 

koppelte Masse: · . . m:~ .. ~ ... Drehelastisches 
Lager: ' . :---r-;;Q. 

~ 

J: 
1 :o .· 0 . 0 

·o .. 1· o o 
0 0 . 1 .· 0 

, .. I 

cQ. 0 0 1 
0 c 0 0 

L. . ... Q 

\ . 

0 
0 

1 

,. '1 0 0 

0 1 . 0 

0 . 0 1 

r o o 
: o-r o 

·Hilfsgrösse: · . 

/ CA . 

· o · o~ 

'0 0 

0 0 
1 0 

0 1 
' 

r. = m w2-
a · 

. ( . 2) c c ·- m w a A · A . 
. . . 2 

ca+(cA-·m.Aw ) 

'. 

Lager: 

!~: 

·.··. :~n 
1 0 

cM 1 
0 0 
0 0 

o ·o o~ ·' · 
o o · o 
1 . 0 0 

0 1 0 

0 0 , 0 I ~ CM 1 

,· 
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.. Abschnitt 01 Praktische Erfahrungen beim Rechnen mit dem Magnet-· 

trommelrechner. IBM 650 

·1. ) Zahle'nbeisPiel : : · 

·Das fertige Prograirum wurde mit . zahlreichen Proberechnungen 
t ) ' . • • ' • ' • ' ~ 

auf dem' Magnettrpmmelrechner IBM 650 ausgeprüft. Dabei kamen 
alle Matrix-UPs einmal_-·in den Beispielen vor, · Hie~ soll nun . 

eines .dieser Beispiele .näher betrachtet werden, . Es handelt. 
·. sich um den Entwurf · einer Kreiselpumpe, die 'über eine K~il­

riemenscheibe angetrieben 'wird. Die Pumpenwelle sollt~. auf 
. ihre niedrigste biegekritische Drehzahl u~te;-~ucht werden. 

In Bild 1 ·ist· diese Welle vereinfacht 'dargestellt • . 

·· .. 

i·· · 

' ' \ 

I · 

'( 
·,. 

System l ' .· 

Matrizen: 

I 
R 

· s 

. System II 

Matrizen: 

I 
L 
M 
s 

:1 •. 
. i. 

1 

2 3 5 
4 

3 -5 7 
2 4 · 8 

6 
' . 

6 

Bild 1 

7 9 10 . 11 . 
8 

.G-.;.. 

9 '· 11 . '131517 19 . 21 
10 .12 16'18 20 

1+ 
Bild 2 

· n1 ~818?U/min 

J 

~~f2 

' · 

I . 

~ =814.5U/min _· 

23 \ 

22 

,. 
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Am linken Ende_: befindet' ~ich die Keilriemens'cheibe, am · rechten 

Ende · .das _ Laif~rac1~ : :na:fÜr ·wu;de die MatriJt: J ' ' ge,'6 'rau~ht/ d.ie ·auch 
. . ' . ~ f·. ; ·', ~~ . ·~·' .. ' :' . - ' . . ' . ·' -. :: -: ,: ~-:.; .- . ' 

, die Kreiselw~rkung berücksichtigt~ Der W~llenstrang wurde für 

die Rechnup.g in zylindrische Abschnitte eingeteilt, für die . je­

weils eine 'Rayleigh...;.Matrix eingesetzt · wurde, wo zu dann no'ch die 

beid 'en .Matri'zen lr für ·star~e Lager . traten. · so ~ waren es 12 
' . ' 

·Matrizen für 'die .gesamte Welle., :Dabei waren für die starren , 
. Felder. am Anfang uhd Sch'luss die Länge; .die ~~sse und _d~s .Träg'-

. heifsmoment · · ~i.nzugeben . ~d fü:r; aie {)~-Matrizen die ' Länge, .der 

_:Elastizit.ätsmbdtii, ·der Wellendur~hmesser - ~hd cii~ Materialdichte., 

.. : Di'€~ Masqhine benötigte dann etw~ 93 Sekunden für·· die Berech- . . 
I ' ' , 

·' 

; nung · je.des :R.estwertes zu e'iner ·bestimmten Probe-Drehzahl '~ .. So 
.. _· ·. t . : - ' . ' ' ' _., . • , · .. · l.,. ; : ! i 

wurde die nirl.rigstekritische Drehzahl dieses Schwingungs~ · 

systems sehr sch~ell j gefunden zu 
. ·. 

. . n1 8187 · U/min~· 

. ' I 

Die folgende ·seite zeigt die Eingabe- und Ergebniswerte. in d'er 

Anordnung, wie sie ,von der ·Maschine herausgedruckt _wurdeno 
. . \ . 

I 
' ;, . ' I ~ 

·rn einer anderen Rechnung wurde die Kreiselpumpenwelle .durch 
i I '; ' I • ' ' .. ' 

ein weiter vereinfachtes System dargestellt, wie es Bild 2 
zeigt.· Statt . ·der 'hqmogenen ,V/ ellenstUcke (Rayleigh-Matrizen · , ) · 

. wurden einige konzentrie~te ]Jiassen und .' elasti~che' ·m~sselose 
Verbindungsstücke (Matrizen 'Oa'i·und J:.) eingesetzt ,/· Obwohl 'da-

\ ' . 
, . mit recht grob vereinfacht wu:r;de, ergab 

1
·die . Rechnung nun 

.I . n 1 · = 8145 · U/min.-

Der Fehler durch . die Vereinfachring betrug also. nur rund .ein 

. halbel:) :P:rozent ~ . Dabei' muss aber die vie']L kürzere ' Rechen~eit . 

hervorgehoben werden. Es wurden p~o Res~wert nur ' noch 44 
·. Sekunden: benötigt-, also weniger ,als · die Hälfte.; Durch Ver-.· 

·' .... ,1- . - . ' - _. ' ' . 

feinerung der,· A,ufteilu~g -der '·läilgeren Wellenstücke lässt • sj eh -· 

sic:q.er noch _eine grössere Genauigkeit bei relativ kleiner 
· Rechenzeitverlängerung erzielen~ 

. / ' 

i . 
( 

, .. 

• 
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·., 

Rechenprotokoll eines· Zahlenbeispiels · 

/' 

Eingabewert·e : · 

' 6030200018~ 0000000600. \ 
. . , 

I • I I ' 

0100000464. 5040300000. 4827000000. 5018000000, 
' . I ~ . • 

•. . OQ00000001, 

0100000367 •· 5070000000, ·5621.000000, 5058000000. 4480020000. 0000000002. 

01ooooo367 •. 5o64oooooo~ 5621 oooooo. 5064oboooo. 448002oooo .. ooooooooo3'i· 
•' r -· • · i -, , ' · , • -: · .. ' 

1 
- • ' \ 

I . 0100000338.. • · . . .. o • f , o 0000000004. 

' o1 ooooo367 ~ <50440ooooo.. 5621.6ooooo •. 5064oooooo,_ 44soo2 oooo~· ooooooooo5. 
I • - - ' ' ; _ 

' . ·-' · . 
0100000367_ ... 5120200000~. 

0,100000367 ... . 5024000000. . . 
. 01 00000338~. ' 

' ' 

. 0100000367~ ' 5016000000. 

5621000000, 5062000000, : 4480020000~ 0000000006, 

5621oooooo, 5064o6oooo. 4~8oo2oooo .. ooooooooo7. 

. '. • • 0000000008. ' 

5621 oooooo. 5064000000. 4480020000, ·0000000009. 

01 00000367 ... 5026 000000~ 5621000000. 5078000000. '4480020000. 000000001 o. 

0100000367 ~ 51 21700000'. 5621000000~ 5065000000. '4480020000. '0000000011 .. 

' 01 ö6oo'o464 ... 5022 5ooooo! 48190ooooo. 5016oooooo. · · • 0000000012. 

01 00000000. • • 0000009999 • 

Ergebniswerte .(Probedrehzahl . und Rest,wert) · · ·· 

5380000000. 5128040630. 
~ . 

5385000000~ 5147021610~ ·- . - f · 

' ' • r •• ' •' 

5381867825. 48715~0000~ ~ 

53818~25~3. 4540000000- ' - -
. .. 

.' 

., 

,. 

/ 
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2.,) Vergleich verschiedener Programme , 

/ · 

/ 

' . ... . . • ( . f ' . I ' :l_ .lf ·' 'I 

Ein wesentü:cher·. Vorte.iT des'_; neuen Programfus ·'ist zweifel.los 
. ' ' ' ... ' I. . . . -, 

seine Allgemeinheit. Die ·Berücksichtigung besonderer. Bedin-

gungen, wie z.B. Kreiselwirkung o~~r Lagerelastizität; macht . 
. · überhaupt keine Schwierigkeiten~ da nur die .entsprechenden 
Matrü~en· beim nurehreahnen :des Schwingungssystems ein~uset.zen' 

' . I .. , . . . ·. - ' • 

sind, Auch homogene elastische Felder lassen .si'ch durch Ge-
. •· ,' I ~: \ . . I ' ; • - , ' _::· .: . , • ' ; 

brauch· der , _Rai>l.eigh-Matrizen in der Rech:nung .e.xakt berück- . 
· ·sichtigen/ · -~~nl'i>man nicht eine Verkürzung d~;;. ; Rechenzeit . durch .. 
·. Berechnen · ein~s· vere.infachten Systems mit konzentrierten M~e~ · 

· sen vorzieht, Für Untersuch~ngen bestimmter .·Einflüsse. ist di~e 
Verfahre~ 'also besonders vorteilhaft. Es 'muss andererseits aber . ' . '' . ; . ' .. 
betont werden, . dass nur 'die'Eigenfrequenzen ermittelt werden . , . ' . . ' 

' können, dagegen nicl}t dte zugehörigen Schwingurigsformen '· · 

(Biegelinien) ( Um .ßiese zu erhalten" muss ein Programm mit 
den einfachen , Uebertrag~gsmatrizen bzw. 'mich dem ·Mykles~·ad­
Verfahren ben~tzt w~rc1en~ Dasj enig~ Myklestad-Programm, das ' 

: im . ~EG;_R~chenzentr~ Be~lüi. nu~ . für st~rre . Lager~ · . ko'nzen- . 
' - \ I ' . \ • 

trierteMassen und elastische Verbindungsstücke aufgestellt . 

w,ord~~n ist, ist ·bei~ .Ermitteln d~r kri tisch~n Drehzahlen auch · 

noch etwas schneller als das Programm mit. den reduzierten 
: A --Matrizen (nl 6~ :f;6 r), und zwar,.ungefähr 6%. Will man 

aber besondere Einflüsse berücksichtigen~ ·so ~dert sich das 
Ver~äliai:ts . sofort • • Hat man 'z.B. Lager mit . a~gekoppelten 
Massen; ·so muss man beim . einfache~ Myklest'a·d-Verfahren schon · 

zur Rechnung mit. doppelter Genauigkeit übergeh~n, da .sonst ' 
bei . der . Bildung · der Diffe.renz nahezu glefchgr'osser Zahlen · ' 

am' Schluss etliche Dezimalste:Llen verlorengehen. Die Rech- · 

. nung dauert dann (mit , d~.m . Programm i~ Int.erpre~ationssystem I . · 

BIMAG ). · etwa 67% länge~ als nii t reduzie-rten . A .:.Matrizen .. Mit 
. , ( ,' -. : - ~ - , . . - '- I ' . ,' ' . · 

diesen hat man hier wi~der einen. grossen Vorteil. Die De- . 
termin:antenbildung uri.d damit di .e Differenzbildung ist schon 

· in die einzelnen Matri.zen hinetnge~ogen und ·.f .indet nicht 

erst mit aufgelaufenen ,Summen am~ Schluss · stat:L .· sq genügt 

dann die 8-s~ellige Rechnung~ s'ofer~ man also auf die Biege~ 
' I . · . . "' 

linien-verzichten kann, ist das Verfahren der reduzierten 
· A :-Matrizen: ffu. die 'Berechnung der Bfege- Eigenfreq_.uenzen 

< I • • : 

mit Rechenautomaten sehr zu empfehleno 
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